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Solugdes prova 1

Questao 1 (Ordem e progresso, 20%)

(Progresso, preservacao: 0,8pt, Seguranca: 0,4pt)

O que significam as nogoes “seguranca”, “progresso” e “preservacdo” num sistema de tipos?

Ambas, progresso e preservagao sio caracteristicas de uma linguagem que relacionam o sistema de tipos com a
semantica operacional.

“Progresso” é a caracteristica, que um programa bem tipado sempre tem um préxima passo na execuc¢ao até
chegar num estado final. No caso da seméntica operacional estrutural (small-step) isso significa, que sempre
tem mais uma transi¢do na execugao; no caso da seméantica operacional natural (big-step) que existe uma prova
ou a prova nao acaba (nem com um contra-exemplo finito). Formalmente (nesse exemplo para expressoes)

(yFe:T) = (FveV:eolv).

“Preservagao” significa que o sistema de tipos e consiste com a regras da seméantica. Se uma expressdo (ou
um comando) tem um tipo 7, o valor final que resulta da avaliagdo dessa expressdo pertence ao mesmo tipo.
Formalmente (para expressoes):

(yFe:TAheolv)—>yFv:T.

Seguranca é a combinacdo do progresso e preservagao.

Questao 2 (Aplicagido da semantica operacional, 20%)
(Cada item 1pt)

(a) Derivagao no sistema de tipos sem a derivagoes triviais (TNum, TBool)

v1 Fp @ :inty) g 1:int ~v3(p) = (int, proc) ~3 Fpg @ : int

TSom TCallProc

v1 F g x*:int ~1(y) = (int, var) v b 5:int v3 = yg[z — (int, var)] ko px) : void

T:= TLetVar

1 [z — (int, const)] ¢ y:=x+1: void v¥2 = v1[p — (int, proc)] ko let var x:=5 in p(x) : void

TLetProc
Yo FEg 3:int ~v1 = volz — (int, const)] k¢ let proc p(x:int)=y:=x+1 in let var x:=5 in p(x) : void
TLetCte
0 Fp1:int ~v0 = {z ~ (int, var] k¢ let const x=3 in let proc p(x:int)=y:=x+1 in let var x:=5 in p(x) : void
TLetVar
@ g let var y:=1 in let const x=3 in let proc p(x:int)=y:=x+1 in let var x:=5 in p(x) : void
(b) Avaliagio na seméantica operacional natural, a partir de um ambiente e estado vazio pg = oo = 0:

pg b x,00 45 pg(p) = (=, pg,y:i=x+)pglx — 5] k- yi=x+l, 09 | o3

CallProc
p3 F5,01 45 1¢dom(oq) pg F P, 00 | o3
LetVar
p3 b let var x:=5 in p(x), o1 | o3
LetProc
p1 3,010 43 po F let proc p(x:int)=y:=x+1 in let var x:=5 in p(x), o1 { o3
LetConst
poF 1,01 0¢gdom(o) p1 b let const x=3 in let proc p(x:int)=y:=x+1 in let var x:=6 in p(x),o01 { o3
LetVar

po F let var y:=1 in let const x=3 in let proc p(x:int)=y:=x+1 in let var x:=5 in p(x), oo 4 o3
com

po=0,  p1={y— @0}
p2 ={y — @0,z — 3}
ps ={yr Q0,2 — 3,p > (z, p2,y:=x+1)}
pa = {y— Q0,2 — Ql,p s (z, p2,y:=x+1)}
oo =0, o1 ={@0 — 1}
o2 = {Q0 — 1,Q1 — 5}
o3 = {@Q0 — 1,@1 — 6}

(Observagao: Para enfatizar a diferenca entre o conjunto Z e End = N um n € End estd escrito @Qn.)
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Questao 3 (Semantica da atribuicao condicional, 30%)
(Cada item 1pt)

(a) A gramdtica extendida é
cu=---le1? x1,X2 := ez|---

(b) O sistema de tipos precisa mais uma regra

YFEei:bool vFEx1:T YFEpxe:T YFpez:T

YFc e1? Xi1,X2 := ez :void
que garante que as duas varidveis e a expressao do lado direto tem o mesmo tipo.

(c) Na semantica operacional natural as regras

e1,0 | true xi:=ez,0 | o’

/
e1? Xi,X2 := ez, o0lo

e1,0 | false xgz:=ez,0 |l o’

/
e1? Xi,X2 := ez, o0l0

definem a avaliagdo nos dois casos.

Questao 4 (Preservagao, 30%)

(Principo da indugéo: 1pt, Base: 1pt, Passo: 1pt)

Temos que provar uma caracteristica de todas expressoes. A prova é com indugéo estrutural sobre as expressoes.
A caracteristica que nos queremos provar é

Ple)=(yFe:T)A(yFo)— (e,c Jv) A(T =int = v € Z) A (T = bool — v € B).
Seguindo o principio da indugédo estrutural temos a equivaléncia

Ve € Exp: Ple) < Vn &€ Num:P(n)A
Vt € Bool : P(t) A
Vx € Ident : P(x) A
Ve = ei+ez : P(e1) A P(ez) — P(e)
Ve = —e': P(e') — P(e)

Observe que nos incluimos sé as operagdes + e —; 0s outros casos sao equivalentes. A base da indugao corresponde
com os trés primeiros casos (Num,Bool,Ident) e o passo com os tltimos dois.
Prova da base:

(a) Se e = n, 7 = int porque s6 tem uma Unica regra de tipo, e a seméantica operacional avalie metan,o | n
para qualquer o. Portanto 7 = int — v € Z é verdadeiro e P(e) também.

(b) Se e = t, T = bool porque s6 tem uma unica regra de tipo, e a semantica operacional avalie metat,o | ¢
para qualquer o. Portanto 7 = bool — v € B é verdadeiro e P(e).

(c) Sejae=x. Seytg x: 7 temos y(z) = 7. Logo o(z) = v é definido, e T = int — v € Ze 7 =bool — v €B,
porque v F o. A regra Tid da semantica operacional garante que x, o |} v. Portanto a caracteristica estd
verdadeira para identificadores.

Prova do passo:

(a) Seja e = ei+ez e P(e1), P(e2) verdadeiros. Se v Fg e : 7, temos 7 = int porque s6 tem uma unica regra
de tipo. Como as premissas da regra de tipo T'Som tem tipo int também, P(e1) e P(e2) permitem concluir
que e1,0 | n1 e e2,0 || n2. Logo, a regra da seméantica operacional Som se aplica: e, o || n com n = ni1+ns
e a caracteristica é verdadeiro para e também.

(b) Seja e = —€’ e P(e’) verdadeiro. Se v Fg e : 7, temos 7 = bool porque s6 tem uma unica regra de tipo.
Como a premissa da regra de tipo TNeg tem tipo bool também, P(e’ permite de concluir que €’,c | b.
A regra Neg da seméantica se aplica e temos €’,0 || b’ com b’ = —b e a caracteristica é verdadeiro para e’
também.
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Questao 5 (Registros, 20%)
(Cada item 1pt)

1. No sistema de tipos a regra

’yl—EXiZTZ‘

TReg
yhe{x1=e1,....,Xn =€n} : {X1:71,...,Xn : T}
define o tipo de um registro e
YhE{x1=e€1,...,Xn =€n} : {X1:7T1,...,Xn : Th} X=X
TProj

YFrex:T;
checa as projegoes.

2. Na semantica operacional temos que definir uma novo tipo de valor no estado

veV=ZUBU U(Identh)i

i>0
e temos que avaliar registros (observe que eles sao definidos com expressoes)

Xi,O'llVi

Reg
{x1=€1,...,Xn=€n},0 | ((x1,v1)...(Xn,Vn))

e projecoes

e, ol ((x1,v1)...(Xn,Vn)) X=xi

Proj
e.x,ol vi

Exemplos de registros:

let const p = { x=3, y=5, ok=true } in
let var c:=0 in
if (p.ok) then
c = p.X
else
c:= p.y

let const circ = { centro = { x=5, y=6 }, raio= 3 } in

let var dist-sqr:=(circ.centro.x*circ.centro.x+circ.centro.yxcirc.centro.y)
skip
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