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Exercicio 1 (Indugao)

(a) Indugdo sobre o ntimero dos simbolos |s| = n na cadeia s. Base: Com n = 0, temos s = €.
Logo as = sb nao é valido, porque a # b. Passo: Suponha que nao tem cadeias de tamanho n
tal que as = sb. Suponha também, que tem uma cadeia s’ de tamanho n + 1 tal que as’ = s'b.
s’ tem que ter a forma s’ = at com uma cadeia |[t| = n porque o primeiro sfmbolo é iqual.
Temos aat = atb, que implica que at = tn, uma contradicao. Logo, ndo tem uma cadeia s’ de
tamanho n + 1 tal que as’ = s'b.

(b) Para aplicar a inducao bem fundada vamos usar o conjunto S* e podemos escolher, por
exemplo, a relacao < tal que s < s’ se s é uma subcadeia de s’. < é bem fundada. Com a
caracteristica P(s) = (as # sb), queremos provar Vs € S* : P(s). Seguindo o principio da
inducao bem fundada temos que provar o seguinte:

Vs e S : (Vs < s.P(s')) — P(s)

Seja s € S* e suponha que Vs’ < s.P(s’) — para todas as subcadeias s”: as’ # s'b (hipStese
da induc@o). Suponha mais, que =P(s): as = sb. Entao s # €, porque a # b. Assim, com o
mesmo argumento do caso (a) s tem quer ter a forma s = at para uma subcadeia ¢ e at = tb,
uma contradigdo com a hipétese da inducao. Logo, P(s) e (Vs' < s.P(s")) — P(s).

Exercicio 2 (Expressoes deterministicos)
A caracteristica nos queremos provar é

P(b) = (VU ex: (b,alltl /\b',alltg) — 1 :tg).
Temos os seguintes casos:
— . - . —— bool 4
b =t € Bool: A tnica regra é tolt . Logo, t1 =ty = t.
b = a; = az: Temos as duas regras

ap,o | ng az,o | no

eq (se n; = ng)
aj=ag,o | true

ay, o ny az, o |} nay

eq (se ni # ng
aij=aq, o | false ( )

Como as expressoes aritméticas sao deterministicas, temos aj,0 |} n1 e ag,o || ny com
n1 e no determinado, nao ambigua. Assim, no caso n1 = ng a Unica regra que pode ser
aplicada é a primeira, e o resultado é t; = to = true. No segundo caso, o resultado é
tl = t2 = false.

b = a; < ag: O argumento é igual com o caso precedente.
b = by A ba: Suponha P(by) e P(b2) (hipdtese). Temos as duas regras
bi,olt1  ba,0l it
b1 A bg,o | true
bi,olti  ba,o iz
b1 A bg,o | false

A (se t1 = true e ty = true)

A (se t; = false ou ty = false)
Se b,o || t e b,o || t' em ambos casos temos as premissas by,0 | t1, ba,o || i3 e

by,0 | t}, ba,o | t, respetivamente. Mas a hipdtese implica que t1 =t} e to = t}, e
logo, usando qualquer regra, t = t'.
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b = by V ba: O argumento é igual com o caso precedente.
b = —b;: Temos as regras

b,o || true b,o || false
———————not ——not
—b, o || false =b,o |} true

A hipétese é P(by). Se b,o | t e b,o || t/ em ambos casos temos a premissa by, o | t;
e by,0 | to. A hipdtese implica t1 = to, e logo, usando qualquer regra, t = t'.

Exercicio 3 (Expressoes totais)
(a) Expressoes aritméticas
A caracteristica que nos queremos provar e P(a) = (Vo € ¥:3n:a,o | n).

a = n: Para qualquer ¢ a regra num implica que n,o || n, logo In : a,oc | n.
a =1: Para qualquer o a regra loc implica que 1,0 | o(1), logo In : a,o | n (n = o(1)).

a = aj + ag: Usando a hipdtese P(a1) e P(ag) para qualquer o temos ng e ng tal que ag, o | ng
e ag,o || ng. A aplicagdo da regra sum resulta em a,o || n, com n = ny + ng, logo
dn:a,o | n.

a

a; —ag: O argumento é igual com o caso precedente.
a = a; x ag: O argumento é igual com o caso precedente.

(b) Expressoes booleanas
A caracteristica que nos queremos provar e P(b) = (Vo € ¥ : 3t : b,o | t).

b = t: Para qualquer o a regra bool implica que b, o | ¢, logo dn : b, |} t.

b = a; = ag: Com o resultado do (a) temos nj e ny tal que aj,o | ny e ag,o || ny. Assim, a
aplicacao de uma das regras eq, implica b, o |} £, logo 3t : b, o | ¢.

b = a; < ag: O argumento é igual com o caso precedente.

b = b; A by: Usando a hipétese P(by) e P(bg) para qualquer o temos ¢ ety tal que by, o || ¢4
e ba,o | to. A aplicagdo da regra A resulta em b,o || t com t = true, se t; = true e
to = true e t = false, senao. Logo dt: b,o | t.

b = a; Vag: O argumento € igual com o caso precedente.

b = —bj: A hipdtese P(by) garante a existencia de t; tal que by, || ;. Logo, usando uma
das regras not, 3t : b,o |} t.
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Exercicio 4 (Semantica operacional estrutural de IMP)
Seja c = y:=yxx; x:=x-1ew =while —(x=0) do c.

yi=l;w,o w,oly — 1]

if —(x=0) then c;w else skip,o[y — 1]
c;w,oly — 1]

x:=x-1;w,oy — 3]

w,aly 3z 2

if —(x=0) then c;w else skip,ofy — 3][z — 2]
c;w,oly — 3|z — 2]

x:=x-1;w,0(y — 6]z — 2]

w,oly — 6]z — 1]

if —(x=0) then c;w else skip,o[y — 6|[z — 1]
c;w,oly — 6]z — 1]

x:=x-1;w,0ly — 6]z — 1]

w,oly — 6]z — 0]

if —(x=0) then c;w else skip,o[y — 6][x — 0]
skip, oy — 6][z — 0]

L e A e e A

oly = 6][z — 0]

Exercicio 5 (Semantica operacional estrutural de IMP)
Prova com inducao natural, com a caracteristica

P(n)=(o(x)=nAo(y) =m— w,0 =" gz — 0][y — mn!])
para n > 0.

Base: Se o(x) = 0 e o(y) = m temos w,0 — if —(x=0) then c;w else skip,0 —
skip,0 — 0 e 0 = o[y — m][z — 0]. Logo, w,o —* o[z + 0]y — mnl]

Passo: Suponha P(n): Se o(z) =n e o(y) = m temos w,o —* o[z — 0][y — mn!]. Entao, se
o(x)=n+1eo(y) =m temos

W, o if —(x=0) then c;w else skip,o
c;wW,0

x:=x-1;w,ofy — m(n+ 1)]

A

w,oly — m(n+1)][x — n]
A hipétese entao implica que
w,oly — m(n+ 1)|[z — n] =" oly — m(n + 1)nl][z — 0] = o[y — m(n + 1)!][z — 0].
Usando essa caracteristica, podemos provar que com o(x) = n,

y:=1l;w,0 — w,oly — 1] =" o[z — 0][y — nl].
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