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Introducao 2 /22

Agenda

Ultima aula:

m  Ordenacdes parcias e dominios.

Hoje:

m  Teorema do ponto fixo. Aplicacad para IMP.
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Aula passada

m  Um dominio é um conjunto com ordenagdo parcial completa e limite inferior L p.
m  Uma funcdo é monotodnica, se ela preserve a informac3o:

e1 C ey — f(e1) C flea)

m  Uma fung3o € continua, se ela “aproxima” a solugdo (“depois do limite ndo acontecem
novidades").
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Teorema do ponto fixo

Se D é um dominio e F' € [D — D] uma fungdo continua

f=1]Fw

n>0
€ o menor ponto fixo de F'.
Prova:

(a) f existe: A monotonia garante que

L=F1)CF'(1) CF(1L)C -

(inducdo!) e com a completude obtemos que f existe.
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Prova

(b) f é um ponto fixo:

F(f)=F(| | F"(L))  (por definigdo)

n>0
= | |F(F"(1))  (F é continua)
n>0
= |_| F'(Ll)=f (mesmo limite superior)
n>1

(c) f é o menor ponto fixo.
Para um ponto fixo f’ temos L C f’ e com a monotonia de F' obtemos Vn > 0: f™(L) C f’.
Logo, f’ é um limite superior e a completude garante que f C f.
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Aplicacao a IMP 8/ 22

O objetivo

Queremos justificar nossa equacdo

C[while b do c] =fix F

com
F(7) = cond(B[b], 7 o C[c],id)
Clwhile b do c] €[] — X]
Fe [(ELHEL)ﬁ(ZlHEL)]
Objetivos:

1. Mostrar que ([X; — X, ],C) é um dominio.

2. Mostrar que F' é continua.
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O dominio de estados

] (EJ_:EU{L},EEL) com
Cy,={(L,0)lc e 2} U{(s,s)[s € X, }

é um dominio elementar: ¢, 09 o3 o4 o5

N/
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O dominio de fungoes

m ([ —»X,],C) com
[E foeVYoeX: fi(o) Cx, fa(o)

é um dominio.

Existe um limite inferior (menor elemento) L5 _.x 7
A ordenacdo C é uma ordenagdo parcial?

Cada cadeia ascendente tem um limite superior minimo?
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Limite superior minimo

m  Considere uma cadeia ascendente infinita

foTHAC foE---

m  Podemos definir um limite superior “pontual”. Seja f a funcdo tal que

flo) = || filo).

n>0
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Continuidade

m  Para provar que alguma funcdo F' e continua, é necessario de mostrar que ela é monotsnica e

Fl|]dn|=|]F(dn).

n>0 n>0

= Como dy [,z dn também F(dy) E F (Lo dn) e entdo, Lz F(dn) E F (L dn ).
m  Logo, para provar a continuidade basta de provar

F|]dn|C|]|F(dn)

n>0 n>0
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Lemma 1

m Combe[X, —Boolleeec X, — %]
F(t) = cond(b, t,e)

é continua (em t).
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Lemma 2

v2020

Comce ¥ — 3]

F é continua (em f).
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O teorema final

Com os dois lemas acima, podemos provar finalmente que a semantica denotational de IMP,

seguinda as equagdes semanticas é bem definido.

Teorema 1
A funcdo C[-] € [Com — [X] — X ] é total.
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Prova

Com indugdo estrutural sobre os comandos Com.

Caso skip: A fun¢do correspondente é id.
Caso 1:=a: A fungdo correspondente é o — o[l — Afa]o].
Caso cq;c2: Temos fungdes Cc1] e C[cz] cujo composicdo Ccz] o Cc1] também é bem
definida.

m Caso if b then c; else ca: Temos fungdes Cfc1] e C[cz]. cond é bem definida também e
resulta em umas dessas funcoes.

m  Caso while b do c: Temos uma fungdo C[c]. Usando as lemas acima, temos que
F(f) = cond(B[b], f o C[c],id) é continua e logo fix F' tem uma solugdo tnica e a semantica do
while b do c é bem definida.
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Exemplo

m  Considere o exemplo while x>0 do x:=x-1 da aula 20.

C[while x>0 do x:=x-1] =fix F
com

F(7) = cond(B[x > 0], 7 o C[x:=x-1],id)

m  Obtemos uma solucio

|| Fm(L).

n>0
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Exemplo... FO(1) =1

Clx:=x-1
:)\O'GZJ_.{.TO [x:=x-1] seo(x)>0
id senao

o se o(z) #0
=X cX| . (oz—0 seo(x)=1
1 seo(x) >1
o se o(z) #0
F'(l)=---=X€eX|.qoz—0] sel<o(z)<n
1 seo(x) >n

v2020
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Exemplo...

|| Fr () )o=| | F(L)o

n>0 n>0
o seo(z) #0
oz~ 0] sel<o(x)

v2020
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Resumo

Temos uma semantica denotational de IMP.
A denotagdo n&o é de graca: Precisamos de achar F"(L) e | | F"(L), que, em geral, precisa
induc¢3o.

m O resultado é consistente: A semantica denotational do IMP é equivalente a semantica
operacional.
O método tem a vantagem de ser mais abstrata e tem varias aplicagdes (ndo s6 IMP).
Também tem desvantagens: Por exemplo linguagens concorrentes ou paralelos s3o dificil de
modelar.
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