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Introducao 2 /26

Agenda

Ultima aula:

B Semadntica denotational do lago while.

Hoje:

B Ordenacles parcias e dominios.
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Existéncia de solucées 4 /26

Teorema do ponto fixo

Teorema do ponto fixo:
Se D é um dominio e F' € [D — D] uma fungdo continua

F=1rFw
n>0
¢ o menor ponto fixo de F'.

B O teorema garante a existéncia uma solugo.
B Usando o teorema obtemos uma solugdo tnica (minima).
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Ingredientes
Ingredientes ndo conhecidos dessa solugdo:

B Um dominio,
B uma funcdo continua
B eum “limite” | |

v2011 Semantica formal N, aula 22 -6 / 26

Conjuntos parcialmente ordenados 7 /26

Conjuntos parcialmente ordenados

B Uma relagdo C reflexiva, transitiva e anti-simétrica (veja aula 2) se chama ordem parcial.
B Um conjunto parcialmente ordenado é um conjunto com uma ordem parcial CC D x D.
B Porque se chama ordenado?

B Porque se chama parcialmente ordenado?
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Diagramas de Hasse

B Um conjunto parcialmente ordenado pode ser visualizado num diagrama de

Hasse. #
B Um diagrama de Hasse é um grafo com nés D e arestas C.
B A visualizagdo em geral é simplificada:

& Suponhamos uma direcdo dos arestas da baixo para cima.

& N3o mostramos nem as arestas transitivas nem as arestas reflexivas.

Helmut Hasse (*1898
+1978)
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Exemplo
O que é a diagrama de Hasse para N, | (com a|b se 3k : ka = b)?
16
18 12 8 20
9 / 6 4 10 15 14
19 17 13 3 )i 5 7 11
1
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Exemplo
O que é a diagrama de Hasse de {1,2,3},C?

{1,2,3}

PR

{1,2}

{1}

{1,3}

>

{

}

{1,2}

{3}
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2
0
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Limites
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Seja S C D.

Um elemento m € D é um limite inferior de S, sse Ve € C : m C c.

Um elemento m € D é um limite superior de S, sse Ve € C' : ¢ C m.

Para N, | qual sdo os limites inferiores de {4,6,10}?

Se D mesmo tem um limite inferior (ou superior), esse limite é dnico. (Porque?)
Se D tem um limite inferior, ele a denotado como L p.

N (com |) tem um limite inferior?
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Exemplo

B Considere o conjunto [X; — X ].
B Para dois elementos f, f’ usamos a seguinte relacio C:

oo < Vif(l)=LVv Q) =Ff()

B (X, — X,],C) éum conjunto parcialmente ordenado.
m O conjunto tem o limite inferior L 5 .
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Ordenacao parcial completa
B Um limite superior m de um conjunto S C D é minimo, se para todos os limites superiores m/’

mCm

(m se chama as vezes “supremo”).
B Se um conjunto tem um limite superior minimo, esse limite é dnico. (Porque?)
B Uma ordenacdo parcial é completa, se para cada cadeia ascendente

doEdi Edy Edz C ---

existe um limite superior minimo denotado

| | .

n>0
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Ordenacao parcial completa
B Lembre-se da dltimo exemplo da aula passada: Nosso objetivo é de definir o limite superior
minimo de uma cadeida ascendente de funcbes como a semantica de um laco!
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Exemplos

Quais dos exemplos s3o ordenacdes parciais completas?

m (N, <)

= (N))?

m (2{ebc} C)?

m ({{a},{b},{a,b,c}},C)7
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Exemplos

B Podemos “fechar” N para construir uma ordenagdo parcial completo. , wo
m Considere (NU {w}, <) com uma extensio de < tal que Vn € N: '
n <w. .
B Nem toda ordenacdo parcial com limites superior existentes é com- 7+ n+1
pleta:
B Considere (NU {wj,w2},C) tal que .
n
see;,eo € Neep <em
ou see; €Neeg € {w,w 2 2
1 C ey = 1 2 € {wi,wa}
ou Sse e =eg =Wwp ‘ ‘
ou Seep = ey = wo 1 1
B Neste caso a cadeia ascendente 0C 1 C 2 C --- tem limites superi- ‘ ‘
ores wi e wo Mas nao tem limite superior minimo. 0 0
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Dominios
B (D,C) é um dominio se

1. (D,C) é um conjunto, com ordem parcial completa que contém
2. um elemento minimo D | .

B A semintica denotational usa dominios para o significado das categorias sintaticas.
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Construir dominios

Em geral, a construcdo de dominios precisa:

B A definicdo de um conjunto e uma relag3o.

B A verificacdo da ordenacdo parcial.

B A verificacdo da existéncia de um elemento L.
B A verificacdo da completude.
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Operacoes de construcao

B Varias operagdes de construcdo facilitem a construgcdo de dominios para a modelagem de
linguagens arbitrarias. Por exemplo, temos

¢ Dominios elementares,
¢ dominios “elevadas”.
¢ dominios de produto, soma (unido disjunta) e lista e
& dominios de funcdes.
v2011 Seméntica formal N, aula 22 — 21 / 26




Exemplo: Dominios elementares

®  Com um conjunto D, podemos construir um déminio elementar (D ,C).
B SejaD, =DU{Ll}e
C= {(L,d)|ld € D}U{(d,d)|d € D}.

B Exemplo: Dominio booleano ;e false
€
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Semantica para IMP

B Para o nosso objetivo de construir uma semantica para IMP precisamos o fato que
[EJ_ — EJ_]

é um dominio.
B Mas um dominio nd3o basta para a existéncia de uma solu¢do de equacgdes recursivas.
B Intuitivamente precisamos ainda que a definicdo recursiva (o lado direito F' da nossa equagdo)

& preserve a informacdo e
& ¢ continua no sentido que ela “aproxima” o resulta final.
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Monocidade, continuidade

A formalizac3o desses nocdes é o seguinte:

B Uma fungdo f: D — FE entre conjuntos ordenados parcias (D,Cp) e (E,Cg) é monoténica

(preserve a ordem), se
Vd,d € D:dCpd — f(d) Cg f(d)

B Uma fungdo f: D — entre conjuntos ordenados parciais completos é continua se ela é
monotdnica e preserva limites superiores minimos de cadeias dy Cdo E d3 C - --

n>0 n>0
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Exemplo

B Quais fungdes f :{1,2,3} — {1,2,3} s3o monotdnicas?

1——1
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Exemplo

B Nem toda funcdo monotdnica é continua.
B Considere (NU {w}, <) (veja acima) novamente.
B A funcdo

f(x):{f(n):o sen €N

f(w) =w sendo
é monotonica (e estrita) mas n3o continua:
U] =f@#o=]o=[]fm
n>0 n>0 n>0

v2011 Semantica formal N, aula 22 — 26 / 26

12



	Introdução
	Agenda

	Existência de soluções
	Teorema do ponto fixo
	Ingredientes

	Conjuntos parcialmente ordenados
	Conjuntos parcialmente ordenados
	Diagramas de Hasse
	Exemplo
	Exemplo
	Limites
	Exemplo
	Ordenação parcial completa
	Ordenação parcial completa
	Exemplos
	Exemplos

	Teoria de domínios
	Domínios
	Construir domínios
	Operações de construção
	Exemplo: Domínios elementares
	Semântica para IMP
	Monocidade, continuidade
	Exemplo
	Exemplo


