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Agenda

Ultima aula:

m  Prova 1.

Hoje:

m Introducdo a semantica axiomatica.
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Um exemplo

m  No exercicio 2.4 provamos que

y =1

while —(x=0) do (
y =y X X;
x = x — 1

)

e uma implementacdo correta para z!, se z > 0.
Se x < 0 o programa n3o termina: x > 0 é uma condi¢do necessério.
x > 0 se chama pré-condicio.

O objetivo do programa é calcular o fatorial. Na prova obtemos a pds-condicdo y = n! se n foi o

valor inicial de .
m A pos-condicdo y = x! é falso: x tem o valor 0 depois da execucio!
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Introduca , , - ) -
] I?m g rzﬂ, um programa é correto se, dada uma pré-condicdo ® e uma pds-condicdo V¥, para cada
estado inicial, que satisfaz a pré-condi¢do, o programa

U parae
O o estado final satisfaz a pds-condic3o.

A primeira caracteristica se chama terminagdo a segunda corretude parcial.
Na prética a corretude parcial e a questdo da terminacdo s3o mais facil de tratar separado.
Obtemos e “equacgdo”

Corretude parcial + Terminacdo = Corretude total
m  Para um programa c com pré-condicio ¢ a pés-condicdo ¥ escrevemos

O {®}c{¥} se c é parcialmente correto.
O {®}c{l ¥} se c é totalmente correto.

m  Essa notacdo se chama tripla de Hoare.
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Exemplo
m Sejao(x)>0
C =
while —(x=1) do (
y:=2; z:=1;
while y < x do ( y:=y+2; z:=z+1 );
if (y =x) then

X = z
else
x = 3xx+1

)

Intuitivamente, se o programa termina, temos o(z) =1, o(y) =2 e o(z) = 1.
m Logo {x >0}C{xr=1Ay=2Az=1}
m E{z>0}C{Jlz=1Ay=2A2=1}7
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Semantica axiomatica

m A semantica axiomdtica consiste de:

O wuma linguagem para especificar pré-condicGes e pds-condices.
00 regras para provar a corretude.

Floyd inventou a seméantica axiomatica para fluxogramas [1].
Hoare inventou a notagdo atual [2] e a abordagem para linguagems com
procedimentos.

nE€J* (J7 is the set of positive integers)

nEJtAI=1 Robert W Floyd (*1936
+2001)
nEJTAI=LAS=0

i=1
nEJTAIEJTAISR+LIAS = }:la,
=

i-1 [
———n€d*Ai=n+1AS= T aiie, 5= g
J=1 i=1

i-1

———————— nedtAIEJTAISIAS= X a;
J=1

________ ueJ*/\iEJ+/\i§nAS=}iaj Charles Antony Richard
= Hoare (*1934)

i-1 (Foto de David Monniaux)

———————— nEdTAi€d T AZsisn+IAS= }:1%'
b
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Semantica axiomatica

m A semiantica axiomdtica é mais abstrato que outras semanticas.

O Ela s6 considera as caracteristicas necessarias para provar a corretude de uma especificagdo.
0O Assim é mais facil de raciocinar sobre programas.

m O objetivo é
O de analisar uma descricdo informal de um tarefa;

O produzir uma especificagdo formal baseado em uma ldgica adequada
O e provar que uma implementacdo satisfaz a sua especificacdo formal.
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Linguagem
Qual seria uma linguagem adequada para as assercdes?

Usando IMP, precisamos condicGes

O sobre expressdes booleanas: usa légica propositional
[0 sobre expressbes aritméticas: usa varidveis para nimeros inteiros, predicados como = e <,
funcdes como +, — e X e quantores.

m  Essentialmente, chegamos na légica de predicados (primeira ordem) sobre os niimeros naturais,
usando um conjunto de varidveis V com v € V:

a = n|x|v|a+a’|a-a’|laxa’
A = t|a=a’|a<a’|-b|b V b'|b Ab'|b — b'|VvA|TIVA
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Interpretacoes

m O que significa a expressdo i < j, comie V,j € V?
O valor depende dos valores de i e j: Para atribuir um valor de verdade, precisamos uma
interpretacdo I € [V — Z).
O que significa a expressdo z = 2, com x € Ident?
O valor depende do estado o!
Usamos o seguinte notagdo: Uma assercdo A é correto num estado ¢ usando a interpretacdo [

o=l A
m  Uma assercdo de corretude parcial é correto

o = {@}e{V}
se e somente se
o=l dAc ol - E W
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Interpretacoes...

m  Em geral, nosso interesse é uma tripla (especificagdo!) que estd vélido em qualquer estado e
interpretacao.
m SeVoeX:VIe[V—7Z:o ! {®}c{V¥} é correto, escrevemos

= {@}e{T).

(le: {®}P{W¥} é (semanticamente) correto.)
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Motivacao

Com nossa definicdo obtemos |= {z > 0 A x = n}C{y = n!} para o exemplo da introdug3o.
A prova foi feito usando a seméantica operacional.
Na semantica axiomdtica queremos abstrair da semantica concreta para simplificar o raciocinio
sobre programas.
m  Essa abstracdo usa regras de prova.
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Substituicao

m  Assercdes como Yz P(x) e YyP(y) tem o mesmo significado.
m  SeVz: P(x), entdo P(3) se substituimos 3 para z em P.
m  Em geral, escrevemos Ala/v]| para a substitui¢cdo da expressdo aritmética a para a varidvel v.
m  Substitui com cautela
O Nao pega varidveis livres
(Vi(i = j))[i/5]  Vi(i =)
(Vi(i = 3)li/5]  Vk(k = 1)
O N3o substitua varidveis ligadas
Vi(i > 0)[j/1] Vi(j > 0)
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Regras para corretude parcial

— ski
(O}skip(®}

[ola/alpxima{o}

{®}ei{x} {xjeaf¥} seq

{®}cy;c{V}

{® Ab}ci{T} {PA-b}ca{V} "

{®}if b then c; else c2{V}
{® Ab}c{P}

{®}while b do c{® A —b}

Fo @ {}e{P} FV U
[®re{v)
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while

impl




Exemplo 1
{true}if x>0 then skip else x:=0-x{-(z < 0)}?

assign
z<0—z<0 {z <0}x:=0-x{z > 0}
skip impl
{z > 0}skip{z > 0} {z < 0}x:=0-x{z > 0}
i
{true}if (z > 0) then skip else x:=0-x{z > 0}
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Exemplo

Queremos provar o exemplo do exercicio 2.4 usando as regras de prova:

{r =n Az >0}y:=1;while —(x=0) do (y:=y*x;x:=x-1){y =nl}?

{yz! = n! Az # 0}y:=y*xx{ }{y(xz — 1)! = n!}x:=x-1{yx! = n}

seq
{yz! = n! Az # 0}y:=yxx;x:=x-1{yz! = n}
while
r=nAy=1— {yz! = n!}vhile —(x=0) do ...{yz! =n! Az =0} — y=mn!
impl
{z=nAl=1}y:=t{z=nAy=1} {z =n Ay =1}while —(x=0) do (y:=y*x;x:=x-1) {y = n!}
seq
{z = n}y:=1;while —(x=0) do (y:=y*x;x:=x-1) {y = n!}

Aqui fica claro, que essa notacdo ndo é 6timo!
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Trabalhar com sequéncias

Ao invés arvores de prova vamos user o seguinte notacdo (que se chama tableau): Para um programa

C1;Co; - ;Cph a regra “seq” justifica de escrever

{®}

C1

{xa}

C2

Cn—1

{anl}

{v}

se conseguimos de justificar as condi¢cbes intermedidrias x;, 1 <1 < n.
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Trabalhar com consequéncias
A regra “impl" se chama também regra da consequéncia. Ela pode ser escrita
{®}
{2’}
C
[}
(v}
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Trabalhar com a atribuicao
m  Consequentemente escrevemos

{®fa/x]}

1:=
{®}

para a atribuic3o.
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Trabalhar com a atribuicao...

m  Porque a regra de atribuicdo tem a forma

[@la/alpi=al@} o " [ahxi=a{®a/a]}

m A aplicacdo das duas regras resulta em

{5 =5}x:=5{x =5}
{r =6}x:=5{5 =6}

m  Trabalhar com a atribuicdo é mais facil de baixo para cima.

assign?

m  Logo vamos tratar uma sequéncia de baixo para cima, comegando com a pos-condi¢ao.
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Exemplo

Entrada =,y

Saida =,y
h = x:
X =y,
y ;= h

Especificacdo?

v1994

{r=zo Ny =yoth:=x;x:=y;y:=x{x = yo ANy = 20}
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Exemplo...

Prova?

v1994

{y=yo N =0}

h:=x;
y=vyoNh=uz0}
X:I=y;
{r =yo ANh =20}
y:=h

{z=yo Ny =20}

Seméntica formal N, aula 10 — 24 / 25

11




Referéncias

[1] Richard W Floyd. Assigning meaning to programs. In Proceedings AMS Symposia in Applied
Mathematics, Mathematical aspects in Computer Science, volume 19, pages 19-31, 1967.

[2] Charles Antony Richard Hoare. An axiomatic basis of computer programming. Communications of
the ACM, 12(10):576-580, 19609.

v1994 Semantica formal N, aula 10 - 25 / 25

12




	Introdução
	Agenda
	Um exemplo
	Introdução
	Exemplo
	Semântica axiomática
	Semântica axiomática

	Asserções
	Linguagem
	Interpretações
	Interpretações...

	Regras
	Motivação
	Substituição
	Regras para corretude parcial
	Exemplo 1
	Exemplo
	Trabalhar com sequências
	Trabalhar com consequências
	Trabalhar com a atribuição
	Trabalhar com a atribuição...
	Exemplo
	Exemplo...
	Referências


