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Introducao 2 /30

Agenda

Ultima aula:
B Introducdo em OCaml.
Hoje:

B IMP em OCaml. Introdugdo ao célculo lambda.
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O calculo lambda 4 /30

Introducao

B Peter Landin observou que uma linguagem de programagdo pode ser compreendida formulando-a
em um ntcleo pequeno capturando suas caracteristicas essenciais.

B Ele usou o cdlculo lambda como niicleo.

B Outras formas (linguagens ou partes de linguagens) derivadas, podem ser compreendidas
traduzindo-as para esse niicleo.
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Porque o calculo lambda

B Alonzo Church inventou o calculo lambda para estudar a computabilidade (1936).

B Toda a computacdo pode ser reduzida as operacSes basicas de definicio de funcdo a aplicacio de
funcdo.

B Logo, o cdlculo lambda é um nicleo bem simples: Isso facilite a analise e o tratamento
matematico.

B Mesmo assim, o cdlculo lambda é computacionalmente completo.
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Aplicacoes

B O cdlculo lambda se aplica na especificacdo, projeto e implementacdo de linguagens de
programac¢ao (vamos usar na semantica denotationall!).

B Ele também pode ser vista como uma linguagem de programacao simples, e é a base das
linguagens funcionais.

B Por exemplo a linguagem LISP (John McCarthy, anos 50) foi implementada baseada no célculo
lambda.
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Calculo lambda

Na forma pura, o cdlcula lambda sé conhece duas operac¢des:

B A abstracdo lambda, que cria uma fun¢do andnima.
B A aplicagdo de uma fun¢do para um argumento.

Por

exemplo a abstracdo lambda
Az.x

¢ a identidade. Tem vdrias formas extendidos, por exemplo com operadores e constantes

AT X T XT Az.0

Observe a similaridade com OCaml!

v1951
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A abstracao lambda

v1951

Uma abstracdo lambda nos libera de nomear cada fun¢do. Compare:
A\z.x f(z)==x

Ela sé tem um argumento. Com abstracdo repetida, podemos construir uma fun¢gdo com multiplos
argumentos
AT Y. Xy

A varidvel da abstracdo é entre \ e .: Depois segue o escopo dessa varidvel. O escopo vai até o
mais direita possivel.
A func3o de uma abstracdo é polimérfico.
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A abstracao lambda (2)

B O nome da varidvel n3o importa:
Az.x AY.y Az.z

denota a mesma fun¢do. Compare com

[t@ar [rway [ e
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A aplicacao

B A aplicdo é notado simplesmente como juxtaposi¢cdo de uma fun¢do e um argumento. Compare
f(z) e fa.
B Informalmente, o argumento é substituido pelo varidvel da func3o:
(Az.z)0 — 0
M XrXxr)2—2x2x2—8
(Az.x)(Az.z) — (A\z.2)
Az y.x xy)34 — (A\y3 xy)d —3 x4 — 12

B Observe como no dltimo exemplo a fungdo é aplicada argumento pelo argumento. A aplicagdo é
associativa a esquerda

fry < ((f)y)
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Célculo lambda puro 12 / 30

Sintaxe do calculo lambda puro
B Precisamos um conjunto (infinito) de varidveis V (com meta-varidvel v € V).
B Expressées em célculo lambda puro sio

e = v|\v.e|ej es.

B J\v.e é uma funcdo an6nima com argumento v e escopo e.
e1 ez é a aplicacdo de e a es
B Exemplos

)
A\T.T

(Ax.zz)(Az.2x)
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Variaveis
B Uma varidvel v que occore em uma expressdo lambda no escopo de uma abstracdo Av é ligada.

Sendo ela é livre.
B Podemos definir indutivamente o conjunto L(e) de varidveis livres

¢ See=v, L(e) ={v}
¢ See=ejey L(e) = L(er) U L(ea)
& See= e, Lie) = L)\ {v}

B Uma expressdo e sem varidveis livres (L(e) = ()) é fechada.
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Substituicao

A substituicdo de uma varfavel v por uma expressio e’ em uma expressio e é denotada e[e’/v] e é

definido indutivamente:
B See=v
® Sev=uw ele/v]=¢
® SevZu ele/v]=e
B See=ejes: ele/v] =eq[e/v]esle/v]
B See=\reg:
® Sex=v, ele/v]=e
® SexZvex ¢ L(€): e[e/v] = Ax.e1][e/v]

& SexFvexe L(e): ele/v] = Az.e1]z/z][€'/v] com z £ v e z & L(er€’)

B O (ltimo substituicdo renomea a varidvel de uma abstracdo. Em geral, consideramos termos do

calculo lambda com varidveis renomeadas equivalente ou congruentes-a.

v1951
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Exemplos

AT Ay = Az \y.z = Az z.2
(Az.zy)y/z] = Az.x
(Ax.zy)[z/y] = \v.xz
(Az.xy)[x/y] = Az.zy

v1951
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Exemplos: Expressoes

v1951

(Az.x)0
(Az.z)(Az.2z)0
Az Ay.zy)(Az.x)0
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Semantica

18 / 30

SOE do célculo lambda

(Av.e)e’ se chama [-redex.
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Uma reducio 3 aplica funcdes:

/
el — el
——, _ aPM
€1 ez — e ez

ex — €,
———, aPp2
€1 €2 — €1 €y

e —¢€
S — abs
Av.e — Av.e

] B

(Av.e)e’ — ele’/v
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Exemplos

Sejal = A\z.z.
Az Ay 2 Y)IT —oppy g QyIy)l =g IL —p 1
Az Ay 2 YT —oppy 5 Ay Iy)l —5 Qyy)l —5 1
(Ar.zz)Ar.xx) —g (A\rv.ozz)(Ar.zx)
Observacgses:

B Uma expressdo lambda tem possivelmente reducdes diferentes.
B Uma redugdo ndo necessariamente é finita (termina).
B Questdo: Se a redugdo termina, o resultado final é sempre 0 mesmo?

v1951
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Formas normais

B Em comparagao com o célculo lambda, a semantica operacional de IMP tem um estado e resulta

em um estado final.
B O que seria um “valor’ adequada de uma expressdo lambda?
B Uma expressdo que n3o contém (3-redexes é na formal normal.

B O exemplos mostram que existem expressdes lambda, que n3o tem uma forma normal.

v1951
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Cormuéncia. L

[ ] as se existe uma forma normal, ela é Unica?

B Essa caracteristica se chama confluéncia ou propriedade de Church-Rosser:
(eg =" eg Ne =" ey) — Je(eg =" eNey = e)

B Nosso conjunto de regras (que se chama reducdo 5 completa) é confluente.
B Logo, duas formas normais sdo identicas (médulo congruéncia-«).
B Compare com a nocdo de determinismo na semantica operacional!

TN
NS
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Variacao 1
Suponha que usamos sé as regras app; e [.

B Agora n3o podemos mais simplificar o lado direito de uma aplicacdo, nem o escopo de uma
abstrac3o.

B Em outras palavras, ndo avaliamos os argumentos antes da aplicacao!

B Obtemos uma seméntica chamado call-by-name ou com avaliacdo preguicosa (inglés: lazy
evaluation)!
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Variacao 2
Considere a seguinte modificac3o:
B Seja val a categoria sintatica de valores
cu=)v.e
com c € val.
B Usa as regras originais sem “abs” e modifique as regras “apps” e “G":

e2—>e’2
appa

] g

C1 ez — C1 €,

(Av.e) v — e[V /v

B Uma abstracdo se aplica s6 para valores.
B Obtemos uma semantica de call-by-value ou com avaliagdo gulosa (inglés: strict evaluation)!
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Exemplos

Sistema completo:
Az Ay Iy)Q2 —p5 Ay Ly —apsp Ayy =1
Sistema preguicoso:
Az Ay Iy)Q —g Ay ly /A
Sistema guloso:

Az Ay Iy)Q A
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Poder do célculo lambda puro 26 / 30

Tese de Church-Turing

As funcgdes efetivamente computaveis sobre os niimeros inteiros positivos s3o precisamente as funcdes

que podem ser definidas na calculo lambda puro (e computdveis por maquinas de Turing).
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Poder do calculo lambda puro

B Como é possivel que cdlculo lambda é tio poderoso?
B Varios elementos de linguagens de programac¢do tem uma codificacdo no célculo lambda, por

exemplo,
& Valores de verdade, fungdes booleanas e um condicional

¢ Nuimeros inteiros
¢ Listas
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Exemplo: Valores de verdade

B true = Mt Aft

B false = M Af.f

B and = v\ v false
B or = \v. )\ vtrued

Exemplo:

and true true —,p, 3 (A’ .true v’ false)true

— g true true false —* true
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Exemplo: Numeros inteiros

0= MXs.\z.z

1=XsAzs2

2= XAs.A\z.5(s2)

3=XAs.Az.s(s(s2))

etc. 0,1,2,... se chamam numerais de Church.
succ = An.As.Az.s(nsz)

plus = Am.An.As. A\z.ms(nsz)

times = Am.An.m(plusn)0

Exemplos:

succl —3 As.A2.5(152) —abs.abs,3 AS-A2.5(52) = 2
plus12 =% As.Az.15(2s2) =" As.Az.s(2s2)

— abs,abs,apps,B AS-AZ.5 (s (s2)) =3
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