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Lista de solucoes 2

Exercicio 1
a) O algoritmo de Prim passa pela seguinte sequéncia de passos

Exercicio 2
Vamos supor que todos pesos sao diferentes. Usaremos a seguinte propriedade 1til nas provas:

Lema 0.1 (Propriedade do ciclo)
Seja C' um ciclo em G. A aresta mais pesada de C nao faz parte de nenhuma arvore espalhada minima.

Prova. Seja T uma arvore espalhada minima que contém a aresta mais pesada e de um ciclo C. A
delecdo de e separa T' em dois componentes com vértices S e V'\ S. No ciclo C existe uma outra aresta
e’ com um vértice em S e outro em V'\ .S com peso menor que e. Por um argumento similar com aquela
da propriedade de corte podemos ver que o conjunto 77 =T \ {e} U {e’} é conexo e aciclico, i.e., uma
arvore espalhada. Mas T’ tem peso menor que T, uma contradi¢do com a minimalidade de 7. |

a) Caso o peso de uma aresta que nao faz parte de 7' aumenta, T continua a ser minima. Prova: O
peso de T' é constante, e o peso de uma arvore geradora arbitraria é maior ou igual apés o aumento.
Logo T continua ser minima.

b) Caso o peso de uma aresta que nao faz parte de T diminuiu, é possivel que existe uma nova drvore
geradora de menor peso total. Caso ela existe, ela tem que conter a aresta e. Senao terfamos uma
contradicao com a minimalidade de T antes da diminuicao. Logo, adicionaremos a aresta e a arvore
T. Isso fecha um ciclo. Desse ciclo removeremos a aresta de maior peso ¢’ para obter uma nova
arvore T". Isso pode ser feito tempo O(m 4+ n). A arvore 7" é uma arvore geradora minima.

Prova: Considera uma aresta e¢” ¢ T’ arbitraria. Provaremos que e¢” é a aresta mais pesada no
ciclo C obtido pela insergao de ¢’ em T”. Neste caso, pela propriedade do ciclo €” nao faz parte de
nenhuma 4rvore geradora minima. Logo T tem que ser a arvore geradora minima.

Caso C contém somente arestas de T, ¢’ é a aresta mais pesada em C, porque ja foi isso antes da
diminuicao. Caso contrério, C' contém algumas arestas do ciclo C’ formado inserindo e” em T', e do
ciclo C" formado inserindo e em T, com excecgao de €¢’. Mas e pesa mais que €', por nao fazer parte
de T, e ¢’ é a aresta mais pesada em C”. Logo ¢’ pesa mais que todas arestas em C (ver também
Figura 1(a)).
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(a)

Figura 1: (a) Diminuir o peso de uma aresta fora da &rvore geradora minima; (b) Aumentar o peso de

c)

uma aresta que faz parte da arvore geradora minima.

Caso o peso de uma aresta da arvore geradora minima 7" diminui, 7" continua a ser minima. Prova:
O peso total de T diminui por A = p, — p’,, e 0 peso de uma 4rvore geradora arbitrdria diminui no
méximo por A (caso ela contém e). Logo T continua ser minima.

Caso o peso de uma aresta da arvore geradora minima 7" aumenta, é possivel que existe uma nova
arvore geradora de menor peso total. Removendo a aresta e resulta em dois componentes conectadas
S eV\S, com as duas sub-drvores conectando cada componente com o menor peso total. Conectar
os dois componentes com a aresta mais leve €/ obtemos uma arvore T’, que é a drvore geradora
minima.

Prova: Novamente provaremos que uma aresta €’/ & T" arbitraria é a mais pesada no ciclo C obtido
pela insergao de ¢’/ em T". Similar com o caso b) isso é claro caso C contém somente arestas de T
Caso contrario C' contém algumas arestas do ciclo C’ formado pela insercao de ¢” em T, e do ciclo
C" formado pela insercao de ¢’ em T. Mas e” pesa mais que €', porque os dois conectam S e V'\ S,
mas €' é aresta mais leve desse tipo. Com e” nao fez parte de T ele pesa mais que as arestas em C’
e como €’ nao fez parte de T ele pesa mais que as arestas em C”. Logo €” é a aresta mais pesada
em C (ver também figura 1(b)).

Exercicio 3

a)
b)

A sequéncia 1234 com atrasos L1 = 2, Ly = 4, L3l, e Ly = 6 e atraso méximo 6 é étima.

Considere duas tarefas ¢ e j subsequentes em alguma sequéncia. O atraso maximo € o atraso do i
ou o atraso do j ou o atraso de alguma outra tarefa ¢:

Lyax = max{L;,L;, L;}.

Agora considera o que acontece se trocamos a ordem de 7 e j. O atraso de ¢ e do j pode ser diferente,
mas o atraso das outras tarefas é o mesmo. Logo
LI

m.

ax — maX{L;Lv L;a Lt}
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Com a tarefa j termina mais cedo agora sabemos que o seu atraso diminui: L;- < L;. Qual o novo
atraso de i? Seja t o tempo de inicio de 7 antes da troca: Logo

L; = max{t + p; — d;,0}
L} = max{t + p; + p; — d;,0}

Como L; = max{t+p; +p; —d;,0} antes da troca, temos também L] < L, caso d; > d;. Logo, caso
um processo com um deadline maior precede um processo com deadline menor, podemos trocar os
dois sem aumentar o deadline. Em resumo (por indugdo), uma sequéncia ordenada por deadlines
nao-decrescente tem que ser 6tima.

Exercicio 4

Podemos ordenar os intervalos pelo tempo de término e processar nessa ordem. Para o préximo intervalo
nessa ordem, escolhe o seu término como ponto de pica e remove este intervalo e todos outros intervalos
picados. Isso gera a menor nimero de pontos possiveis. Prova: Provaremos por indugao que para
cada ponto t que o algoritmo guloso escolha, ele usava menor nimero de pontos para os intervalos que
comecaram antes de p. A afirmacao entao é consequéncia do fato que na ultima escolha, esse conjunto
contém todos intervalos. Base da indugao: Na primeira escolha, a afirmagao com certeza é correta,
ja que precisamos pelo menos um ponto para picar o intervalo atual. Passo da indugao: Considere
0 7 + 1-ésimo ponto escolhido. Pela hipdtese da inducao foram necessarias pelo menos i pontos para
picar os intervalos que comegaram até o ponto anterior t;. Mas o intervalo atual comegou depois de ;
senao teria sido excluido no passo anterior. Logo precisamos pelo menos i + 1 pontos para picar todos
intervalos que comegaram antes de ;1.

Segue um contra-exemplo para a estratégia de escolher gulosamente o ponto que pica o maior niimero
de intervalos.

Exercicio 5

Caso multiplicamos uma linha ou coluna com soma negativa por —1, a soma total dos coeficientes da
matriz aumenta. Como a soma total é limitado pela soma total de valores absolutos, um processe que
repetidamente executa essa operacao tem que terminar. Como ele s6 termina caso nao existe mais linha
ou coluna com soma negativa, provamos que isso é um algoritmo que resolve o problema.
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